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^ ■ Introduction 
o 

O I Un instanton E de degre n est un fibre vectoriel stable de rang 2 sur tel que ci{E) = 0, 

^ ! C2{E) = n et tel que le groupe H^E{—2) est nul. La variete I„ des instantons de degre n est 

done un ouvert de I'espace des modules Mp3(0,n, 0) des faisceaux sans torsion semi-stables de 
^ . classes de Chern (0,n, 0). Dans cet article nous nous interessons au bord de dans la variete 

Mp3(0,n,0). 

' On ne sait decrire ce bord que pour n = 1 |Ba] et n = 2 [NT]. La variete I3 est de dimension 



> 



o 



a 

> 



21. Elle a ete etudiee par G. Ellingsrud et S.A. Str0mme | ES1 | qui out prouve son irreductibilite et 



par L. Gruson et M. Skiti [|GS|| qui out montre qu'elle est birationnelle aux reseaux de quadriques 



^ . de P^. Au vu des resultats de |NT], L. Gruson et G. Trautmann out conjecture que le bord 



de I3 a huit composantes irreductibles toutes en codimension 1 (voir remarque 7 pour plus 
de details sur cette conjecture). Dans |GS| , les auteurs mettent egalement en evidence deux 
composantes irreductibles du bord de I3 correspondant a des diviseurs des reseaux de quadriques. 
Nous donnons ici une generalisation de ces reseaux et decrivons deux nouvelles composantes 
I irreductibles 5I3 et (9l| du bord de la variete des instantons de degre 3 qui sont "symetriques" 

i-^, ! I'une de I'autre. 

Considerons la famille d\\ des faisceaux obtenus comme noyau d'une fleche surjective de 
E" vers 9{2) ou E" est un instanton de degre 1 et est une theta-caracteristique ayant pour 
support une conique lisse. Cette famille est contenue dans Mps (0,3,0). Considerons par ailleurs 



X 

^ I un ouvert U (que Ton definira plus loin) de Mp3(0, 3, 2). Un faisceau general de U a deux points 

singuliers. Soit U' le ferme qui correspond aux faisceaux E" de U dont le lieu singulier est un 
point double, nous montrons alors le theoreme suivant : 

Theoreme. — (i) La variete d\\ est birationnelle a la variete des surfaces quintiques rationelles 
reglees autoduales. C'est une composante irreductible de dimension 20 du hard de I3. 

(11) La famille U est une fibration en P^ au dessus du schema des cubiques gauches irredu- 
ctibles. Le ferme U' est decrit dans chaque fibre par une hyper surf ace irreductible de degre 6. 

(ill) II existe une application rationnelle naturelle, generiquement injective, du ferme U' 
dans Mp3 (0,3,0) dont I'image dll est une composante irreductible du bord de I3. L 'application 
reciproque associe d un faisceau E E 9l| son bidual E" € U'. 

Pour prouver que ces families sont adherentes a la variete des instantons, nous montrons 
qu'elles peuvent etre parametrees par des diviseurs dans une generalisation des reseaux de 
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quadriqucs (paragraphe 1). Cettc paramctrisation fait apparaitrc la symetrie entre dl^ et (9l|. 

Dans les dcuxicme et troisicmc paragraphes, nous etudions rcspcctivement les families dl^ 
et Nous dccrivons en particulier la geometrie de Icurs elements dc saut. Rappelons que I'on 
appelle plan instable (resp. droite bisauteuse) de E G Mp3(0, 3, 0) tout plan H (resp. toute droite 
L) tel que h^En > (resp. telle que h^EL > 0). La courbe des plans instables des faisceaux de 
ces deux composantes est ACM de degre 6 et de genre 3 et la surface reglee recouverte par les 
droites bisauteuses est soit une quintique rationnelle soit une sextique elliptique. Les elements de 
saut des deux composantes sont relies ce qui traduit la symetrie entre dl^ et dl^. Elle s'exprime 
assez simplement en termes de transformations cubo-cubiques (voir paragraphe 1). En effet, une 
courbe ACM de degre 6 et de genre 3 permet de definir une application birationnelle — appelee 
transformation cubo-cubique — de dans lui meme. Son application reciproque est encore 
une transformation cubo-cubique (i.e. associee a une courbe ACM de degre 6 et de genre 3). La 
dualite se traduit par le fait que les transformations cubo-cubiques qui proviennent de 5l| sont 
les inverses de celles de dl^. 

Dans le troisieme paragraphe, nous etudions la famille U que nous decrivons explicitement 
ainsi que le ferme U' et le ferme de U des faisceaux E" qui ne sont plus refiexif. Nous donnons 
alors la courbe qui constitue le lieu singulier de E". 

Enfin dans un dernier paragraphe nous presentons deux situations geometriques remar- 
quables reliees a notre etude. Nous donnons une description birationnelle de I'espace des mod- 
ules des courbes de degre 7 et de genre 2 d'un espace projectif. Cette description et la formule 
d'Hiirwitz permettent de retrouver le fait que U' est definie dans les fibres au dessus des cubiques 
gauches par une hypersurface de degre 6. 

Proposition . — L 'espace des modules des courbes de degre 7 et de genre 2 de est bira- 
tionnellement isomorphe au quotient par PGL2 de la variete G{2, H^Os2-pi{3)) des pinceaux de 
cubiques du plan S'^F^ . 

Nous exhibons cgalement une famille 3 de dimension 36 d'involutions birationnelles de 
dans lui-meme. Nous montrons que J est birationnelle au schema de Hilbert ^9^6 des courbes de 
degre 9 et de genre 6. Nous montrons par ailleurs : 

Proposition . — L 'espace des modules des courbes de degre 9 et de genre 6 de P^ est bira- 
tionnellew,ent isomorphe au quotient par PGL2 de la wneie G(4, ii"^052pi (3)) des sous-espaces 
vectoriels de dimension 4 de cubiques du plan S'^F^ . 

Remerciements : Je tiens a remercier ici mon directeur de these Laurent Gruson pour toute 
I'aide qu'il m'a apportee durant la preparation de ce travail. 
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1 Construction et deformation de faisceaux 



Dans ce paragraphe nous expliquons comment la suite spectrale de Beilison (voir [pSSj] ) 
ramene les problemes sur les faisceaux a des problemes d'algebre lineaire. Nous etudions alors ces 
questions d'algebre lineaires et leurs traductions geometriques. En particulier nous construisons 
ainsi des deformations de faisceaux. 



Les transformations cubo-cubiques 

Soit R un espace vectoriel de dimension trois, soient V ei W deux espaces vectoriels de 
dimension quatre. Une transformation cubo-cubique est un element ^ de T = W{H.ovti{R®V, W)). 
C'est une application lineaire de R dans H^O^i^y^^^^(yY){^) dont I'image definit une sous-variete IT 
de P(y) xP(l^). La projection p (resp. q) de 11 sur P(y) (resp. P(Ty)) est pour une transformation 
cubo-cubique generale I'eclatement de la courbe Y (resp. Y') ACM de degre 6 et de genre 3 
donnee par la resolution : 

— ^i?0Op(y)(-4) ^ iy(g)Op(^)(-3) ^ Jy ^0 

respectivement : 

^ i? (g) Op(vK) (-4) ^ y (g) Op(vy) (-3) ^ Ty/ ^ 

Cette construction decrit une application birationnelle de ViV) dans P(VF). Si on echange les 
roles de et de on a son application reciproque. Nous dirons qu'une transformation cubo- 
cubique associee a une courbe Y est involutive si il existe un isomorphisme a : W — > V tel 
que Oi(Y') = Y . La transformation cubo-cubique et son inverse sont alors definies par la meme 



courbe. Pour plus de details sur les transformations cubo-cubiques voir aussi [RS| p. 179. 



Remarque 1. — Le groupe PGL{R) x PGL{W) agit sur T. II existe un bon quotient pour 
cette action qui est fibre principal liomogene sous ce groupe sur un ouvert. Par ailleurs, sur 
I'ouvert des elements de T qui definissent une courbe, il existe un morphisme / vers le schema 
de Hilbert ^6^3 des courbes ACM de degre 6 et de genre 3 : a A on associe Y . Ce morphisme est 
sur cet ouvert le bon quotient de T par PGL{R) x PGL{W) (pour plus de details voir [ ES2[ ). 



Generalisation des reseaux de quadriques 

Dans la suite on identifie V a I'espace vectoriel H^Ofz{l). Dans [GS], la famille des in- 
stantons sans droite trisauteuse est identifiee a un ouvert des reseaux de quadriques de P^. 
Cette identification se fait grace aux multiplications du module de Rao d'un faisceau € I3 : 
pour un instanton general E, on a h^E{-l) = 3, h^E = 4 et h^E{l) = 1. La multiplication 
H^E (E) V — > H^E{\) est non degeneree, elle permet d'identifier H^E a V . La multiplication 

H^E{-1) (E)V — > H^E ^ V 
donne alors le reseau de quadriques. 
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Nous n'allons plus maintenant identifier directement H^E a V mais garder en memoire cette 
identification par la donnee d'un morphisme (qui est un isomorphisme dans le cas des instantons) 
de H^E dans V et de sa "reciproque" de V dans H^E. Les composantes du bord vont apparaitre 
lorsque ces morphismes ne seront plus des isomorphismes. Ainsi pour retrouver E nous aurons 
besoin d'identifier H^E (resp. E{—1)) a un espace vectoriel W (resp. R) de dimension 4 (resp. 
3), d'un morphisme R — ^ W 0V (une transformation cubo-cubique) et de deux morphismes 
W — > V et V — > W verifiant les conditions de symetrie suivantes : la composee R — > V 
(resp. R — > W (g) W) se factorise par S'^V (resp. S'^W). Dans le cas des instantons la premiere 
condition traduit le fait que la multiplication dans le module de Rao est associative. Nous faisons 
intervenir la seconde fleche pour conserver la symetrie : sur I'ouvert des instantons, la fleche de 
W dans V est inversible et I'identification nous permet de faire jouer le meme role k W et V. 
Nous avons ainsi une fleche de V dans W (I'inverse de la precedente) telle que la composee 
R — > W (^W se factorise par S'^W. 

Nous nous donnons done pour generaliser les reseaux de quadriques trois fleches R^V W, 
W — > V et V — > W qui verifient les conditions de symetrie precedentes. Considerons ainsi la 
sous-variete F de T x P(Hom(P1^, V)) x F(Rom{V, W)) formee des triplets (ip, ■0, tels que les 
composees : 

R(^V^V'^^W®V^^V^V^C et Rf^W^W^V^w'^'^^W^W^C 

se factorisent par R ® S'^V et R iS> S'^W et tels que : 

0' o = X1\Y et ij; o 7p' = fj,ly 

ces dernieres conditions viennent de I'identification au niveau des instantons : ip et tp' sont dans 
ce cas inverses I'un de I'autre. En particulier des que I'un de ces deux morphismes n'est plus 
inversible les composees doivent etre nulles. Nous appellons Fij I'image reciproque dans F du 
localement ferme de P(Hom(Ty, y)) x P(Hom(y,Ty)) forme des couples d' applications lineaires 
{tpjip') de rangs i et j. La derniere condition impose que si i ^ 4 alors j < 4 — i. Un point general 
de Fjj pour i fixe different de 4 est dans Fj^4_j que nous noterons F,. Notons F4 I'ouvert sur 
lequel ip est inversible. 



Lien avec les faisceaux 

Un element de Fjj nous permet grace a la condition de symetrie sur ip de construire un 
complexe : 

R ® J]2(2) ^ O^v) 

Sa cohomologie au centre est est element de Mp3(0,3, 0). Cette construction determine une 
application rationnelle g (definie la ou ip est injective et surjective) de F vers Mp3(0,3, 0). 

Cette application envoie F4 dans I3 et meme sur I'ouvert des instantons sans droite trisauteuse 
(voir [|GS[). De plus, deux diviseurs de F4 font apparaitre deux composantes irreductibles du 



bord de I3 (cf. [|GS[| ). M. Skiti [pl^] a egalement montre que F2 s'envoie sur les instantons a droite 
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trisauteuse. Nous montrons que F3 et Fi permettent d' identifier deux nouvelles composantes du 
bord de I3. 

En particulier, nous regardons I'image par g de F3 dans Mp3 (0,3,0) qui sera I'un des deux 
bords recherches (913). Nous etudions les transformations cubo-cubiques associees. Notons T| 
I'image de F3 dans T. La variete F4 correspond au cas ou la transformation cubo-cubique est 
involutive. Ce n'est plus le cas pour F3, on a une rupture de symetrie. Les transformations 
cubo-cubiques inverses de celles de T3 sont celles obtenues comme image de Fi (proposition 
12). Elles nous permettrent de decrire la seconde composante du bord de I3. 

Sur Fi, la seconde fleche du complexe n'est plus surjective et nous avons alors une application 
rationnelle vers Mps (0,3,2). L'application g n'utilise pas la condition de symetrie sur ip' . Nous 
pouvons definir g sur le localement ferme F^ de T x P(Hom(VF,y)) des paires qui verifient la 
premiere condition de symetrie et telles que la seconde fleche est de rang 1. L'application ainsi 
definie est a valeurs dans un ouvert U (voir paragraphe 3) de Mp3(0,3, 2). Nous verrons qu'il 
est dominant. L 'image de Fi dans F^ est un ferme et son image par g est un ferme U' (voir 
paragraphe 3) de codimension 1 de U (la 011 le lieu singulier du faisceau est concentre en un 
point). Nous montrons que la seconde condition de symetrie (sur nous permet de prolonger 
ce morphisme vers Mp3(0, 3, 0). Son image decrit la seconde composante irreductible dl\ du bord 
de I3 recherchee. 

Remarques 2. — (i) La fibre generique du morphisme g est isomorphe a PGL{R) x PGL{W). 
En effet, le faisceau obtenu est a cohomologie naturelle. Les multiplications de H^E nous perme- 
ttent de retrouver (/9 et -0. Sur un ouvert rencontrant F4 et F3, le morphisme ip' est uniquement 
determine par les deux autres, la fibre est alors isomorphe a PGL{R) x PGL{W) (cf. |GS| pour 
F4 et proposition 2 pour F3). 

(ii) Les varietes Fi et F3 sont isomorphes (il suffit d'echanger les roles de V et W). Par 
ailleurs, les composantes dl\ et 9l| du bord de I3 sont birationnelles au quotient de F3 et 
Fi par PGL{R) x PGL{W). Ainsi les deux quotients dll/PGL{V) et dll/PGL{V) sont bira- 
tionnels (I'existence de ces deux quotients est assuree au moins sur un ouvert par un theoreme 
de Rosenlicht |Ro| ). Ceci est une autre forme de la symetrie entre dl^ et 

Proprietes de F 

Nous donnons ici une demonstration de quelques proprietes de la variete F, des varietes Fj 
pour 1 < i < 4 et de la variete F^. 

Fait 1. — Les varietes Fj pour 1 < i <3 sont irreductibles de dimension 43. 

Demonstration : Soit Zj I'image de la projection de F, vers le produit d'espaces projectifs 
P(Hom(VF, V)) X P(Hom(y, W)). L'image de la projection de vers P(Hom(VF, V)) est la sous- 
variete irreductible de dimension 15 — (4 — i)^ des morphismes de rang i. La fibre de cette 
projection au dessus de ip est alors donnee par P((Ker'0) (8) Coker-i/^). La variete Zi est done 
irreductible de dimension 14. Mais alors la fibre au dessus de {^jJ, ip') G Zi est donnee par 
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F{R (g) {SHmijj © S'^Keiip © (Im^') ® Keri/;)) ainsi Fj est irreductible de dimension 43. 





Fait 2. — Les varietes Fj pour 1 < z < 3 soni adherentes d F4. Xes varietes F F4 soni 
irreductibles de dimension 44. 

Demonstration : Soit (</?, V', V'') un element de Fj assez general. On decompose F et en 
Im'^ Coker^ et Im'^ © Ker^. On pent alors supposer que, dans des bases bien choisies, les 
applications lineaires (p, if) et V'' s'ecrivent sous la forme suivante : 

et 

ovl Ael D sont symetriques. Si on se place sur un anneau de valuation discrete A d'uniformisante 
o, et que Ton considere dans les memes bases, les morphismes ipa, V'a et donnes par les 
matrices : 

{' ' ] ^ {" M 

\C D ) \0 al J \ I J 

alors on voit que pour a invcrsiblc Ic triplet dcfinit un clement dc F4 alors que sa limite 
est (ipjipjip'). La varictc F4 est done un ouvert dense de F. II suffit done de montrer son 
irreductibilite. Soit Z4 I'image de F4 dans P(Hom(VF, y)) x P(Hom(y, VF)). Le morphisme de 
Z4 dans P(Hom(M^, V)) est un isomorphisme sur I'ouvert des applications inversibles (sa fibre 
est donnee par I'inverse). La variete Z4 est done irreductible de dimension 15. De plus la fibre 
au dessus d'un point de Z4 est donnee par ¥{R S^V) avec I'identification de et F grace a 
ijj. La variete F4 est done irreductible de dimension 44. 

Fait 3. — Le morphisme de F^ dans T est birationnel sur son image. 

Demonstration : Soit G T un element assez general dans I'image de F^. II existe done un 
morphisme ■00 verifiant les conditions de symetrie. Dans des bases de V et W, on pent ecrire (p 
et V'o sous la forme suivante : 













i 




et 




: 













OTi A est dc taille 1 x 1 et D dc taillc 3x3. On chcrchc tous les morphismes ^Jj dc rang 1 qui 
vcrificnt les conditions de symetrie. Un tel morphisme pent s'ecrire dans les memes bases sous 
la forme : 

on a alors les equations SB =\6D) et 7^ + 5C =\I3D). La premiere equation est un systeme 
lineaire de taille 9 x 9 et si <^ est assez general la seule solution est (5 = 0. De la meme fagon, on 
voit que Ton a/3 = 0et7 = pour ip assez general. 

Fait 4. — L'action de PGL{W) x PGL{R) sur les varietes Fj pour 1 < i < 4 est libre sur un 
ouvert de chacune de ces varietes. 
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2 LA FAMILLE dll 



Demonstration : Un element de F est donne par des matrices : 

et 





oil A et D sont symetriques et A est de taille i x i si {ip,ip,ip') G Fj. Le quotient par PGL{R) 
consiste a prendre un sous espace de dimension 3 des matrices de la premiere forme. Cette 
action est generiquement libre. Un element h de PGL(W) qui est dans le stabilisateur verifie 
ho (f = Xip, ip o h = ntp et ho ip' = u^' . Si h est donne par 

U 5) 

alors on a a = /3 = 0, 5 = ul, aA = XA, 6D = XD et ^A + 6C = AC. Ceci nous donne : 
X = fj, = u, a = XI, 6 = XI et jA = 0. Si ip est assez general on a done 7 = et /i = XI. 

Notations : (1) Nous noterons G la grassmannienne des droites de et K (resp. Q) le sous- 
fibre (resp. le quotient) tautologique sur G. Nous noterons F(i,j;4) les varietes d'incidences des 
quotients de rang i et de rang j de ^ et p et g les projections respectives. 
(11) Notons vr le morphisme de F vers T. 

2 La famine dll 

Considerons la famille dl^ contenue dans Mps (0,3,0) formee des faisceaux obtenus comme 
noyaux d'une fleche surjective de E" vers 9{2) oil E" est un instanton de degre 1 et est une 
theta-caracteristique sur une conique lisse C. Nous montrons que cette variete forme une famille 
irreductible de dimension 20 qui est adherente a I3. C'est une composante irreductible du bord 
de I3 dans Mps (0,3,0). 

Une composante du bord 

Notons b le morphisme de d\\ vers Ii qui a un faisceau E associe son bidual E" . Dans le 
lemme suivant nous rappelons les proprietes de la variete Ii des instantons de degre 1. 

Lemme 1. — La variete Ii est isomorphe d P(A^y) prive de la grassmannienne G .' la donnee 
d'un instanton E" de degre 1 est equivalente a celle du complexe lineaire non singulier A des 
droites de saut de E" . 

Demonstration : Nous nous contenterons de decrire la situation geometrique, pour plus de 



details et une demonstration voir [OSS] page 364. La variete A des droites de saut de E" est un 
complexe lineaire non singulier de droites (i.e. la trace dans G d'un hyperplan de F{A'^V)). II 
determine E" . Notons X I'image reciproque par q de A dans F(l, 2; 4), la variete X s'identifie a 
Pp3(S"(l)) et aP^(Q(l)). 



Proposition 1. — La fibre de b au dessus d'un complexe de droites A est birationnellemement 
isomorphe au schema de Hilbert des courbes rationnelles lisses de degre 5 de A. 



2 LA FAMILLE dll 
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La variete dl^ est done birationnellemement isomorphe a la variete H| des eourbes ra- 
tionnelles lisses de degre 5 de G qui sont traeees sur un eomplexe non singulier de droites. 

Demonstration : Soit E € dl^ noyau d'une surjection E" — > 6{2). Notons C le support de 6. 
La surface reglee S = Fc{E"{l)\c) est incluse dans F(l, 2; 4) et meme dans X = Fp3{E"{l)). La 
surjection E"{l)\c — > 0(3) dcfinit unc section a : C — > S de cctte surface. Notons Z = (t(C). 
Pour un faisceau general, la projection de Z dans A est une immersion fermec d'image unc courbe 
r rationnelle lisse de degre 5. De plus, le Opi-module (5(l)|r est isomorphe a Opi(2) © Opi(3). 
En effet, il est de degre 5 et la courbe Z nous donne une surjection de (5(1) |r vers Opi(2) (car 
la projection par p de Z redonne la conique C). La courbe Z est la section de la surface reglee 
Pr(Q(l)|r) definie par la fleche surjective Q{l)\r — ^ C'pi(2). 

Reciproquement, soit F une courbe rationnelle lisse de degre 5 dans A. Supposons que F est 
sur un unique eomplexe de droites et que Q(l)|r est isomorphe a Opi(2) Opi(3) en tant que 
Opi -module (c'est le cas generique pour F). Considerons alors la surface reglee (de morphisme 
la restriction de q) suivante : Pr((5(l)|r), elle est incluse dans X. La section donnee par la 
surjection de Q|r(l) vers le facteur Opi(2) a pour image une courbe Z contenue dans X. Sa 
projection par p est une conique C (lisse en general). Mais alors la courbe Z est une section de 
la surface reglee ¥E"{l)\c (car la projection p est un isomorphisme de Z sur C). Cette section 
correspond a une surjection de E"{l)\c vers un Opi -module inversible de degre celui de F. On 
a done une surjection de E"\c vers ^(2) ce qui nous definit I'application reciproque. 

En prenant le noyau de la composee E" — > E"\c — > ^(2), on retrouve le faisceau E. 

Lemme 2 . — La variete H| est irreductihle de dimension 20. 

Demonstration : Cette variete correspond aux surfaces quintiques rationnelles reglees auto- 
duales. Elle est irreductibilite de dimension 20 (voir [P2] ou [P3]). 

COROLLAIRE 1 . — La variete d\\ est irreductihle de dimension 20. 

Nous montrons grace aux reseaux de quadriques que la famille dl\ est adherente a I3. 

Proposition 2. — La restriction de g dF^ est dominante sur dl\. 

Demonstration : Soit E G dl^ un faisceau a cohomologie naturelle. Nous identifions H^E a W 
et H^E{—1) a R. La premiere multiplication du module de Rao nous donne une transformation 
cubo-cubique ip e T. Par ailleurs, la seconde multiplication du module de Rao nous donne 
un element G P(Hom(W, V)) qui verifie la condition de symetrie. De plus nous savons que 
H^E = H^9{2) et H^E{1) = Coker(i?°£;"(l) — > H^e{3)) done le morphisme V est de rang 3 
(la multiplication par I'equation du plan de C est nulle). Prenons alors pour ip' un morphisme de 
rang 1 dont le noyau est Imip et I'image est Ker'0 (ceci revient a choisir un isomorphisme entre 
Cokeiip et Ker'0 qui sont de dimension 1, il n'y a qu'une solution a scalaire pres). Ce morphisme 
verifie les conditions de symetrie et d'annulation. L'element {ip,ip,ip') est done dans F3. Ainsi 
g^^{dlj^) est contenu dans F3 qui est irreductible de dimension cgale a d[m{g~^ (dl^)) (la fibre 
generale est PGL{R) x PGL{W) Taction sur F3 etant generiquement libre). 



2 LA FAMILLE dll 
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COROLLAIRE 2. — La variete dl^ est une composante irreductible du bord de I3. 

Demonstration : Nous savons [GS] que la restriction de (7 a F4 est une application rationnelle 
dominante sur I3. Or nous avons vu an fait 2 que F3 est adherente a F4. Son image par g, qui 
est 9I3, est done adherente a I3. Dans [Pl| nous decrivons dl\ comme le diviseur exceptionnel 



d'un eclatement. 

Elements de saut 

Soit E G 5I3, nous etudions maintenant les elements de saut de E. 

Proposition 3. — La variete Y des plans instables de E est une courbe ACM de degre 6 et de 
genre 3 P^. Elle a un point triple au point correspondant au plan de la conique C . 

Demonstration : La variete d'incidence F(l,3;4) nous permet de calculer la resolution de 
I'ideal de la courbe Y des plans instables qui est donne par R}'q^p*E : 

— >R0 Op3(-4) — >W(S) 0|>3(-3) — >Iy — ^ 

oh R = H^E{—1), W = H^E et la multiplication est donnee par la multiplication du module 
de Rao de E. La courbe Y est ACM de degre 6 et de genre 3. 

De plus, les groupes de cohomologie de E sont definis de la fagon suivante : 

— > H°0{1) — > H^E{-1) — > H^E"{-1) — > et H^E = H^e{2) 

Pour voir que y a un point triple donne par le plan contenant la conique, nous regardons la 
matrice A de la multiplication du module de Rao qui definit Y . La multiplication par I'equation 
H du plan de la conique a un noyau de dimension 2 dans H^E{—1). Les mineurs 2 x 2 de la 
matrice A sont done contenus dans le noyau de H (vu comme forme lineaire sur V). Ainsi, la 
courbe y a un point triple au point de dont I'ideal est engendre par le noyau de H. 

Si -B € d\\, notons P la courbe rationnelle quintique tracee sur G definie a la proposition 1. 

Proposition 4. — La variete des droites bisauteuses de E s'identifie a celle des trisecantes d 
Y la courbe des plans instables. C'est une courbe de degre 8 reunion de P et d'une cubique du 
plan dual de celui de la conique C . 

La courbe Y est le lieu double de la surface reglee definie par P et le lieu triple de celle definie 
par la courbe des droites bisauteuses. 

Demonstration : Une droite L qui passe par le point triple de Y est trisecante a Y (c'est a 
dire verifie la condition /i^Ty(l)|2, > 0) si elle recoupe Y ou est tangente a y au point triple. Les 
trisecantes a Y passant par le point triple forment done une cubique du plan dual de celui de la 
conique qui correspond a la projection de Y par rapport a son point triple. De fagon generale, 
les trisecantes a Y sont donnees par le 0^'^™'' ideal de Pitting Q de i?^g*p*(Xy(l))(l) (avec la 
variete d'incidence F(2,3;4)) qui a la resolution suivante : 

R(E)K — >W(E)Og — >Q — >0 
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Par ailleurs, les bisauteuses de E sont donnees (grace a la variete d'incidence F(l,2;4)) par 
le 0^^™^ ideal de Fitting de R^q^p*E qui a la meme resolution. Les droites bisauteuses sont done 
les trisecantes a la courbe Y des plans instables. 

Les droites bisauteuses sont donnees par le support du conoyau de la Heche suivante : 
q*p*E" — > q^:p*9{2). Par definition de E" , en dehors du plan des droites coupant la conique en 
deux points, ce support est exactement I'image de la section de Fc{E") definie par la surjection 
E" — > ^(2). La courbe F est done le lieu des trisecantes a Y qui ne passent pas par le point 
triple. La seconde composante du lieu des droites bisauteuses est alors donnee par les trisecantes 
qui passent par le point triple, c'est la projection de y a partir de son point triple. C'est une 
cubique du plan des droites du plan de C. 

II reste a determiner le lieu singulier des surfaces reglees. Or si H est un plan stable, nous 
avons la suite exacte 

O^Oh^ Eh{1) Iz{2) 

oil Z est de longueur 4. Une droite de H est bisauteuse si elle passe par trois points de Z. II en 
existe done au plus une et les plans stables ne sont pas dans le lieu singulier. Si H est instable 
nous avons la suite exacte 

O^Oh^Eh^Iz^O 

avec Z de longueur 3. Les trois droites passant par deux des points de Z sont alors bisauteuses. 
Les plans instables torment done le lieu triple de la surface reglee des bisauteuses. De plus, une 
de ces droites est contenue dans le plan de C (car deux des trois points de Z sont sur la conique) 
et les deux autres sont sur la surface reglee qui correspond a F. 

Remarque 3. — Notons 3 (resp. 3) le ferme de i^e.s (resp. de ^g 3) des courbes ayant un 
point triple (resp. dont la courbe des trisecantes est tracee sur un complexe lineaire de droites). 
Les varietes 9I3, H5 et S)q^ sont birationnelles et irreductibles. Les morphismes de 9I3 vers 
H5 et i^g 3 sont donnes respectivement par les droites bisauteuses et les plans instables d'un 
faisceau. Les morphismes entre H5 et ijg 3 sont donnes dans un sens par le lieu double de la 
surface et dans I'autre par le lieu des trisecantes ne passant pas par le point triple. Cette derniere 



correspondance birationnelle est decrite plus en details dans |P2]. 



3 La famille dl^ 

Nous etudions un ouvert U de I'espace Mp3(0,3, 2) qui parametrise les faisceaux de rang 2 
sans torsion semi-stables et de classes de chern ci = 0, C2 = 3 et C3 = 2 de P^. Nous montrons 
que la donnee d'un faisceau E" dans U est equivalente a celle de la surface formee par la reunion 
de ses droites bisauteuses et nous decrivons geometriquement les surfaces ainsi obtenues. 

EXEMPLE 1. — Soit Y une courbe de degre 7 et de genre 2 assez generale (notamment lisse 
et irreductible) et ^ un element non nul de Ext^^g (2"y (4), Ops). II definit une extension dont le 
terme central est un faisceau E"{2). Le faisceau E" est reflexif (voir |fa2| ) et E" G Mp3(0,3,2). 
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De plus pour Y assez generale, ces faisceaux sont a cohomologie minimale en degres variant de 
-2 a 1. lis forment done un ouvert dans Mps (0,3,2). 

Soit Uq I'ouvert de Mp3(0,3, 2) (qui contient les faisceaux de I'exemple) des faisceaux E" 
tels que la cohomologie de E"{—2), E"{—1), E" et £'"(1) est naturelle, c'est a dire qu'au plus un 
groupe de cohomologie est non nul. On a alors h?'E"{—2) = 1, /i^S(— 1) = 2, h}E = 3 et tons les 
groupes de cohomologie de £'(1) sont nuls. Get ouvert Uq contient des faisceaux reflexifs et des 
faisceaux sans torsion. Nous decrirons les sous-varietes correspondantes et le lieu singulier des 
faisceaux sans torsion. Soit E" dans Uq et considerons la suite spectrale de Beilinson associee 
a E"{1) (voir par exemple pSS| ) : E['^ = mE"{p + I) ® n~P{p) =^ E"{1). Nous en deduisons 
les deux suites exactes : 

— > H^E"{-1) (8 ^^{2) — > H^E" ® — >F — ^ (1) 

— > H^E"{-2) (g) C'p3(-1) — >F — > E"{1) — > 

Remarques 4. — (t) Soit W la variete des faisceaux F obtenus grace a une suite exacte du 
type de (1). Nous montrons (proposition 5) qu'elle est birationnelle au schema de Hilbert ^3^0 
des cubiques gauches irreductibles. La fibre du morphisme de Uq vers W au dessus de F est 
un ouvert de F{H^F{1)) (la 011 la section est injective). En effet, si E"(2) est le conoyau d'une 
section de F{1), alors E" a la cohomologie souhaitee. 

(ii) Si E" est reflexif, alors le faisceau F est localement libre. En effet, soit Z, le lieu d'an- 
nulation de la section de F{1), nous avons la suite exacte 

— > Oz{l) — > ExtV^^YD.Cpa) — >Ext^fF.0p3) — > 

le schema Z est necessairement de codimension 3 et dans ce cas sa longueur est donnee par 
C3(F) qui vaut ici 2. Or E2ct^(£"'(l), Opa) est aussi de longueur 2 (sa longueur est cz{E") voir 
et nous voyons que la premiere fleche est un isomorphisme done le dernier terme de la 
suite exacte est nul et -F est localement libre. 

Etude des elements de saut 

Dans la proposition suivante, le faisceau F est donne par un faisceau E" E Uq- 

Proposition 5. — La variete des plans instahles de E" est une cubique gauche C de P^. Si C 
est irreductihle, le dual de F est un fibre de Schwarzenberger associe a C . 

Demonstration : Les plans instables de E" sont evidement ceux de F{—1). Les formules de 
Bott et la suite exacte (1) montrent que pour tout plan H le groupe H^Fh{—1) est nul. Les 
plans instables sont done les plans H qui verifient la condition h^FH{—l) > 1. La variete des 
plans instables est donnee par le premier ideal de Fitting du faisceau R^q*p* F^ (1^3-4) {0, —1) qui 
admet la resolution suivante : 

H^F{-2) Op3(-l) ^ H^F{-1) (g) Op3 ^^g*P*i^F{i,3;4)(0, -1) 
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Mais on a H^F{—2) = H^E{—1) et H^F{—1) = H^E qui sont de dimensions respectives 2 et 
3. Ce premier ideal de Fitting est une cubique gauche sauf si les mineurs de M ont un facteur 
commun. C'est alors un plan ou une quadrique. Dans ce cas la fleche de ^2(2)^ dans ^^{1) 
qui definit F n'est plus injective ce qui ne pent se produire. Le faisceau F est completement 
determine par cette courbe (elle determine la suite exacte (1)). 

Six cas sont possibles si la cubique n'est pas irreductible (en excluant les matrices qui donnent 
des surfaces) : la courbe est reunion d'une conique et d'une droite se coupant en un point ou une 
chaine de trois droites ou trois droites concourantes non coplanaires ou une droite double et une 
droite non contenue dans son plan qui la recoupe ou une droite triple dans un cone quadratique 
ou enfin une droite triple donnee par le carre de I'ideal d'une droite (pour la description de ces 
courbes, voir Q). Le faisceau F general obtenu dans le cas ou C degenere est alors sans torsion 
de lieu singulier contenant une droite. L'espace vectoriel H^F{1) est toujours de dimension 10 et 
les faisceaux E" obtenus sont sans torsion et leur lieu singulier contient une droite. Ces faisceaux 
forment un ferme de codimension 1 de Uq. 

Nous nous plagons dans toute la suite sur I'ouvert U de Uq forme des faisceaux dont la 
courbe des plans instables est une cubique gauche irreductible. Cette cubique est isomorphe a 
F^. Notons alors Sn la representation irreductible de dimension n + 1 de SL2. Dans ce cas, le 
faisceau F{1) est un fibre de Steiner : on a une resolution 

— >C^(g) Op3(-l) ^ Op3 — > F{1) — > 

et les plans instables de F{—1) sont donnes par C. Les resultats de Q nous permettent de dire 
que -F(l) est un fibre de Schwarzenberger associe a C. Les espaces vectoriels et s'identifient 
alors a Si et S4. 

Rappelons que Ton se place maintenant sur I'ouvert U de Uq forme des faisceaux dont la 
courbe des plans instables est une cubique gauche irreductible. Nous etudions maintenant la 
fibre du morphisme de U dans W au dessus de F, c'est a dire aux sections de F{1). 

Remarques 5. — (i) L'espace vectoriel H^F{1) est isomorphe a S'^S^ en tant que 5L2-module. 
L'espace vectoriel V est isomorphe a S^- Ainsi, nous avons I'identification A^V = A^S's = S'^S2 
(voir [|FH|| ). La variete des bisecantes a C decrit le plongement de Veronese f de = P(S'2) 
dans G C P(AV) d'image V. 

Dans P(S'2) nous avons une conique canonique Cq dont I'image v{Co) dans V est la courbe 
des tangentes a C. La donnee de s G S'^Ss = (loi de reciprocite de Hermite, voir [FH]) 

correspond a la donnee d'une cubique X de P(S'2). La courbe v{X) est alors elliptique de degre 6 
sur V. Cette courbe definit une surface reglee sextique elliplique S dont le modele non singulier 
est donne par la restriction du quotient tautologique Q de la grassmanienne a v{X). Le modele 
non singulier de la surface duale S est donne par la restriction de K a v{X). 

(11) Nous determinons (proposition 10) les conditions necessaires et suffisantes sur I'element 
de S^Ss (la section de F{—1)) pour que le faisceau E" soit reflexif. 



3 LA FAMILLE dlj 



13 



Proposition 6. — La variete des droites de saut de F(—l) s'identifie d la Veronese V des 
bisecantes d C . 

Demonstration : La variete d'incidence permet de montrer que les droites sauteuses sont 
donnees par le support du faisceau -R^Q'*p*i^F{i,2;4) (0, —1) dont on a une presentation : 

H^F{-2) ^ H^F{-1) ® Og ^ ^^g*P*i^F(i,2;4)(0, -1) 



Par ailleurs, les bisecantes a C sont donnees (cf. ||GP|] ) par le support du faisceau R^q^,J ou J est 
I'ideal dep~^C dans F(2, 3; 4). Or ce faisceau admet la resolution suivante : 5'i<8>C'f(2,3;4)(— 3) — > 
S2 ® C'f(2,3;4)(~2) — > J — > qui nous donne la presentation 

Si ® K{-1) ^ 52 Og(-1) R\*J 

Les fleches /3(l) et a sont egales et les deux faisceaux out done le meme ideal de Fitting. 

Cette etude nous permet d'identifier le faisceau R^q*p* Fp(^i 2-4^^(0, —1) (g) 0(q{1) au faisceau 
R^q^J (8) Cg(2)- Ce dernier faisceau est localement libre de rang 1 sur V. En effet, si la droite 
L coupe C en a points on a = a). Or une cubique gauche a au plus des bisecantes 

amsi H^Jl est non nul si et seulement si L est bisecante a C et alors H^Jl = 1- Ainsi le 
faisceau R^q^J (E> Og(2) est inversible sur V. La presentation de R^q^:J nous permet de dire que 
R^q^J Og{2) s'identifie a O^S2)i3)- 

Proposition 7. — La courbe v{X) est la courbe des droites bisauteuses de E" . 

Demonstration : Notons G le faisceau ^^f7*p*i^F(i,2;4)(05 ~1) C'g(I)- Nous avons vu a la 
proposition precedente que ce faisceau Q est isomorphe a Op(^g^-^{3) d'ou I'identification de H^Q 
a S^S2- Les sections de G et de F{1) sont les memes et la section s de F{1) nous donne une 
section sq de ^. La cubique plane X definie par s est exactement le lieu des zeros de sq. Or nous 
avons la suite exacte : 

ce qui montre que les bisauteuses de E" sont exactement donnees par v{X). 

Etude de la surface reglee 

Pour aborder la suite de I'etude de U, trois points de vue sont possibles : etudier les differents 
faisceaux E" obtenus a partir d'une cubique gauche C et d'une cubique plane X de P(S'2) ou 
decrire la position d'une cubique plane X par rapport a une conique fixee (la conique canonique 
Co de P(S'2)) ou encore decrire la surface S (ou S) et notamment preciser son modele non 
singulier. 

Les questions qui se posent sur E" sont alors de savoir si E" est reflexif ou non et de decrire 
son lieu singulier. Pour la position de X par rapport a Cq, dans |P2] nous avons montre que I'on 



a soit deux, soit un unique soit une infinite de triplets sur X associes a la conique (sommets 
d'un triangle de Poncelet tangent a Cq). Enfin la surface S etant reglee sur une courbe elliptique 
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X, les resultats de [Hal] (theoreme V.2.15) vont nous permettre de dire que le faisceau Kx, 
localement libre de rang 2 sur X, est soit somme directe de deux faisceaux inversibles de degres 3 
non isomorphes, soit extension non triviale de deux faisceaux inversibles de degres 3 isomorphes, 
soit somme directe de deux faisceaux inversibles de degres 3 isomorphes. 

Nous montrons que ces trois problemes sont equivalents et que les differents cas se corre- 
spondent. 

Proposition 8. — Le faisceau Kx est de Vune des deux formes suivantes : 

(i) somme directe de deux faisceaux inversibles de degre 3 

(ii) extension non triviale d'un faisceau inversible de degre 3 par lui meme 

Demonstration : La restriction de la suite exacte tautologique de G a V nous donne : 

^ 5i Op(52)(-l) ^ 53 ® Op(52) ^ i^v ^ 

Le fibre est done un fibre de Schwarzenberger [^. 

Le groupe Kx{—^) est nul : il s'identifie a Ky{—'i) qui est nul. Comme le degre de 
Kx{—^) est nul et qu'il n'a pas de sections, ce faisceau ne pent etre somme directe de deux 
faisceaux de degres non nul. Le faisceau Kx est done de I'une des deux formes souhaitees ( |Hal ] 
theoreme V.2.15). 

Proposition 9. — La variete des quotients inversibles de degre 3 de Kx s'identifie a celle des 
triplets de points associes d Cq sur la cubique X. 

Demonstration : La variete des triplets de points associes a Cq s'identifie a celle des sections 



de K\; : les sections s'annulent exactement sur les triplets (voir par exemple |Ba] ou [P^]). Si un 
triplet Z est sur X alors la restriction a X nous donne une surjection Kx — ^ Ox (2 — Z)^ ce 
dernier faisceau est inversible de degre 3. 

Reciproquement, soit C un quotient inversible de degre 3 de Kx- Notons C le noyau de 
Kx — > C qui est inversible de degre 3. Soit N le noyau de la composee K\; — > Kx — > C. 
Nous avons la suite exacte 

— > Kv(-3) — >N — > C — > 

L'espace vectoriel H^N est le noyau de la fleche de H^C dans ff^Kv(— 3). Ces groupes sont de 
dimension respectives 3 et 2. Le faisceau N a done au moins une section qui nous definit une 
section de Ky (done un triplet Z) et ainsi une surjection Tzi2) — > C. La restriction de cette 
surjection a X nous donne alors le diagramme suivant : 

Oznx Tz{2)x Ox{2-{Zr\X)) 

i 

c 

Comme C est sans torsion la fleche Oznx — est nulle. Nous avons done une fleche surjective 
de Ox (2 — {Z r\ X)) vers C qui doit etre un isomorphisme. Le degre de Ox (2 — {Z r\ X)) est 
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6 — Card(ZnX) et doit etre egal a deg{C) c'est a dire 3. Ceci n'est possible que si Z est contenu 
dans X c'est a dire si la section correspond a un triplet sur la cubique. 

II nous reste a verifier que cette section est uniquement determinee. Si h^N > 2 alors nous 
avons le diagramme suivant : 



- 


- 0^ - 


Kv - 









i 


i 


i 




- 


c - 


Kx - 


£ - 






oil Ci est une conique. Ceci est absurde car C est localement libre sur la cubique X alors que 
Oci{2) — > C doit etre surjective. 

Remarque 6. — Cette proposition nous permet de mettre en rapport la proposition 8 et les 



resultats de [P2|. En effet, nous avons trois cas selon que Kx a deux, un seul ou une infinite de 
quotients inversibles de degre 3. De la meme fagon, nous avons sur X deux, un unique ou une 
infinite de triplets associes a la conique canonique. Chacun des trois cas se correspondent. 

Parallelement, les resultats de [P2] nous permettent de dire que generiquement une cubique 
a deux triplets en relation avec la conique canonique, qu'il existe une hypersurface irreductible 
de degre 6 de I'espace des cubiques oii il y a un unique triplet et trois fermes irreductibles de 
codimension 3 et de degre respectifs 5, 30 et 12 de cubiques ayant une infinite de triplets. Les 
courbes generales de ces fermes sont respectivement une cubique irreductible, la reunion d'une 
droite et d'une conique en relation de Poncelet avec Cq et la reunion d'une conique et d'une 
droite tangente a Cq. 

La donnee d'un quotient de rang 3 de Kx correspond a la donnee d'une section de la surface 
S. C'est une courbe elliptique de degre 3 c'est a dire une cubique plane. II y a done selon les cas 
deux, une unique ou une infinite de cubiques planes tracees sur S. L'intersection residuelle de S 
et du plan d'une telle cubique est formee de trois generatrices de la surface (les trois points du 
triplet sur X). De telles cubiques correspondent done a des points triples de S, il y en a done 
deux, un unique ou une infinite. 

Nous etudions maintenant le faisceau E" dans chacun de ces cas. Remarquons qu'un triplet 
de points associe a Cq ou encore une section de correspond a un plan H deF^ : les trois points 
de V sont les trois bisecantes a C passant par les points de H D C. Les triplets correspondent 
done aux points de P^. L'incidence point/droite restreinte a V est de degre 3 au dessus de P^. 
C'est l'incidence / entre diviseurs de degres 2 et 3 sur P^ (nous noterons toujours p et q les 
projections). 

Proposition 10. — Un point de P^ est singulier pour E" si et seulement si son triplet associe 
d Cq est sur la cubique X. Ces points sont aussi le lieu triple de S. 

Demonstration : Le faisceau F est un fibre de Scharzenberger pour l'incidence entre P^ = V 
et P^. La variete d'incidence / a la resolution suivante dans P^ x P^ : 

— > 0^2x^3 (—2, —2) — > K\> (8) Op2x]p3(0, —1) — > Op2xp3 — Oj — > 
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ce qui nous donne la resolution : 

— >S2 Op3(-2) — >Si®S4® Cp3(-1) — > S^Ss Ops — > p,g*Op2(3) — > 

Cependant F{1) est le noyau du morphisme de 5i Ops (2) dans 5*4 Ops (3) (cf. proposition 5) 
done le complexe d'Eagon Northcott (voir par exemple [GP]) nous donne la suite exacte suivante 
(on note O pour Ops) : 

— >S2 0{-2) — > S10S40 0{-l) — ^ S^Ss 00 — > Si0 0{2) ^S40 0(3) — > 

oil -F(l) est le noyau de u. Le faisceau p^q*Op2{3) s'identifie done a F{1) qui est alors un module 
inversible sur la Cp3-algebre finie p>(Oi. La fleche de Ops dans F{\) est done nulle si et seulement 
si celle de p^O/ dans F[l) est nulle. Mais alors la section de Op2(3) definissant X nous donne 
le morphisme de p*(jr*C'p2 dans F{1) dont le conoyau est p^q*Ox (le support de ce faisceau est 
la surface S). Le lieu triple de ce dernier faisceau decrit les triplets de points associes a Co qui 
sont sur X. Ce lieu est done donne par I'annulation de la fleche de p*0/ dans -F(l) ce qui est 
equivalent a I'annulation de s. C'est done le lieu singulier de E" . 

Nous decrivons dans la proposition suivante le lieu singulier du faisceau E" lorsqu'il est infini. 
Ceci a lieu sur trois fermes irreductibles des cubiques planes (cf. remarque 6). 

Proposition 11. — Si X est une cubique irreductible ayant une infinite de triplets associes d 
Co, la reunion d'une droite et d'une conique en relation de Poncelet avec Cq ou la reunion d'une 
conique et d'une droite tangente d Co alors le lieu singulier de E" est une cubique gauche, une 
droite ou une conique. 

Demonstration : Les points singuliers de E" sont donnes par les quotients inversibles de rang 
3 de Kx- Or on salt que dans ce cas Kx = C® C oil C est inversible de degre 3. Ainsi les seuls 
quotients possibles sont isomorphes a £ et ces quotients sont donnes par P(Hom(>C©£, C)) = P^. 
Le lieu singulier de E" est done une courbe rationnelle de P^. Son degre est donne par le nombre 
de points dans un hyperplan, c'est a dire par le nombre de triplets tangents en un point fixe de 
la conique. Le degre est 3, 1 et 2 dans chacun des trois cas consideres. 

Nous resumons les resultats obtenus sur la famille U dans le theoreme suivant. Les resultats 
sur les sous varietes de U : codimension, irreductibilite et degres viennent de I'etude de la 



position d'une cubique plane par rapport a une conique fixee detaillee dans |P2|. Notons ^' le 



morphisme de U dans ^3^0 qui a un faisceau associe sa courbe des plans instables. 

Theoreme 1. — (i) Le morphisme ^ est surjectif. La fibre de ^ au dessus de C ^ i^a.o est un 
ouvert de F{H^Os2q{3)) la famille des cubiques du plan S'^C (dont I'image dans G est la famille 
des sextiques elliptiques de la Veronese V des bisecantes a C). 

(11) La sous-variete U' des faisceaux reflexifs ayant un unique point singulier est une hyper- 
surface irreductible donnee dans chaque fibre par une hypersurface irreductible de degre 6. 

(ill) Le lieu des faisceaux non reflexifs est reunion de trois fermes irreductibles de codimen- 
sion 3 donnes dans les fibres par des fermes irreductibles de degres 5, 30 et 12. 
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Notons i^g g (resp. i^g 3) Ic localcmcnt fcrmc dc i^g^s (rcsp. S)'^'^) dcs courbcs reunion d'une 
cubique gauche irreductible et d'une cubique plane qui se coupent en trois points (resp. dont la 
surface des trisecantes non contenues dans le plan de la cubique porte une seule cubique plane) . 

Nous pouvons definir une application rationnelle r de vers U : la cubique gauche C 
definit un point de ^3,0 et la cubique plane determine une courbe elliptique de degre 6 sur la 
Veronese V des bisecantes a C. En effet, a un point de la cubique plane on associe la bisecante 
a la cubique gauche passant par ce point. Le theoreme 1 nous permet de dire que ceci definit un 
element E" de U. La cubique gauche C est alors la courbe des plans instables de E". 

COROLLAIRE 3. — L ' application rationnelle r est dominante de degre 2. Elle est ramifie au 
dessus de\J' . L 'image reciproque de U' est ^5 3 . 

Demonstration : Une courbe de la fibre au dessus de E" est reunion d'une cubique gauche C 
et d'une cubique plane C la rencontrant en trois points. La cubique gauche C est la courbe des 
plans instables de E" . La surface des triscecantes a C L) C (non contenues dans le plan de C) 
est la surface S recouverte par les droites bisautcuscs dc E". La courbe C et la surface S sont 
done fixees par E" . La fibre est dctcrmincc par Ics cubiques planes C tracces sur S. L'etude 
prededente nous permet de dire que gcncriqucmcnt il y a deux telles cubiques et qu'au dessus 
de U' il y en a une unique. La fibre au dessus des trois composantes du lieu oii le faisceau est 
non reflexif est infinie. 

Lien avec les instantons de degre 3 

Nous montrons le lien entre la famille U et les instantons de degre 3. Donnons nous, pour 
un faisceau E" € U' dont le lieu singulier est concentre au point P, une fleche surjectivc vers le 
faisceau du point : E" — > Op. Le noyau E est un element de Mp3(0,3, 0). Par I'intermediaire 
de la variete F, nous determinons un morphisme canonique E" — > Op dont le noyau est dans 
le bord de I3. Ces faisceaux forment une composante irreductible du bord. 

Pour construire les deformations nous utilisons les transformations cubo-cubiques. Nous 
avons vu que que la famille ^Ig et la famille U' sont chacune birationnelles a des fermes du 
schema de ^6,3- Le morphisme / nous permet de remonter ces courbes en des transformations 
cubo-cubiques. Notons T3, T3, T3 et T| les images reciproques par / de ^6,3' ^6,3' ^6,3 ^6,3- 

Proposition 12. — Les transformations cubo-cubiques de T3 (resp. Tgj sont obtenues comme 
inverses de celles de T| (resp. La variete T3 (resp. est I 'intersection de 7r(F) avec T3 
(resp. Tf). Enfin on a 7r-^(Ti) = F3 et 7r-^(T|) = Fi. 

Demonstration : Nous commencons par decrire les resolutions des ideaux des courbes des 
differentes sous-varietes du schema de Hilbert. 

Lemme 3. — Soit t G T3, il existe des bases de W et de V telles que cette application s'ecrive 
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comme une matrice 4x4 (de V dans W) d coefficients dans R sous la forme suivante : 

at) 

oil A est de taille 3x3. De plus, on pent choisir A symetrique si et seulement si t G Tg. 

Demonstration : Soit i G Tg et soit Y la courbe de 3 correspondant a t. Son ideal est 
resolu par : 

0^i?®Op(^)(-4) ^W^Op^y^{-3) ^0 

Le point triple est donne par le deuxieme ideal de Fitting de ly done par les mineurs 2 x 2 de 
la matrice 3x4 (dc R dans W) a coefficients dans V. lis sont tons dans I'idcal engcndrc par le 
noyau dc H ^ V dcfinissant le point triple. Nous avons done une matrice 4x4 (dc V dans W) 
a coefficients dans R de la forme voulue. Si une transformation cubo-cubiques pent s'ecrire sous 
cette forme elle donne evidement une courbe de degre 6 et de genre 3 ayant un point triple. 

De plus, la courbe Y est sur un complexe de droites si et seulement si la matrice est la 
multiplication du modules de Rao d'un faisceau de dl^ ce qui nous donne exactement la condition 
de symetrie (voir le paragraphe precedent : etude de dll). 

Lemme 4. — Soit t G T3, il existe des bases de W et de V telles que cette application s'ecrive 
comme une matrice 4x4 (de V dans W) a coefficients dans R sous la forme suivante : 

Hi) 

oil D est de taille 3x3. De plus, on peut choisir D symetrique si et seulement si t G T3. 

Demonstration : Soit t G T3 et soit Y' la courbe correpondante qui est ACM de degre 6 et 
de genre 3. Son ideal verifie : 

— >Iy' — >Tc — ^ -C' — ^ 

oil C est une cubique gauche et C est supporte par une cubique plane C rencontrant C en trois 
points. Les resolutions de £' et Ic sont : 

— >R^ Op^y^{-A) — > (i? © 5) C»p(^)(-3) B C»p(^)(-2) — > C — ^ 

et 

^ i?o ® C»p(t/)(-3) -^Wo0 0p(v)(-2) ^ Xc ^ 

oil R ct B sont des espaces vectoriels de dimension 3 et Rq et Wq sont des espaces vectoriels 
de dimensions respectives 2 et 3. La fleche de Ic dans £' nous definit des fleches de Wq dans 
B et de i?o dans R® B. Comme Y' est ACM, on a necessairement Wq ^ B. Ceci impose que 
I'application de Rq dans R®B est injective. Notons W le conoyau de cette injection, nous avons 
la resolution de I'ideal lyi : 

^ i? Op(y)(-4) Op(y.{-3) ^0 



3 LA FAMILLE dlj 



19 



Enfin, comme C n'a pas de composante dans le plan de C, on voit, par restriction a ce plan, 
que RoHB est nul dans R(B B. Ceci nous permet de dire que les fleches Rq — > R et Wq — > W 
sont injectives. En prenant des bases de Rq et Wq completees en des bases de et de t^, la 
matrice M s'ecrit : 

/iV *\ 

oil N est la matrice de la cubique gauche et H est I'equation du plan de C Soit Vq le sous-espace 
vectoriel de dimension 3 de y qui est le noyau de la forme lineaire H . En prenant un base 
de Vb completee en une base de V on a une matrice de la forme voulue. Dans les notations de 
I'enonce, la matrice D represente I'element R®Vq(^ Wq. Si une transformation cubo-cubique 
s'ecrit sous cette forme elle donne une courbe de ^53. 

La courbe est dans 3 si il y a une unique cubique plane sur la surface des trisecantes. Or 
nous avons vu que ceci n'est possible que si le faisceau K{\)x est extension non triviale d'un 
faisceau C par lui meme qui est alors une theta-caracteristique (car h?K{l)x = Ox)- La courbe 
X est la courbe des droites parametrisant les trisecantes vue dans le plan des bisecantes de C. 

De plus, I'application rationnelle du plan de X dans celui de C qui a une bisecante de C 
associe son point d'intersection avec le plan de C est la transformation quadratique associee 
aux sommets du triangle de Poncelet sur X (c'est a dire aux points definis par £). Sa reciproque 
est la transformation quadratique associee aux points de C n C . Cette application induit une 
bijection de X sur C . Si C est donne par la multiplication ii(g)C'p(-y^^(— 3) — > Wo®Cp(Vo)(~2)' 
alors C est donne par la multiplication R Of,(yY^^{—2>) — > Vq ® Op(yi/g)(— 2). Le faisceau C 
etant une theta-caracteristique, il existe un isomorphisme entre i? et Vq tel que la composee 
Vb ® Vb — ^ R®Vo — > Wo se factorise par S'^Vq. 

Nous utilisons alors le resultat de Barth |Ba] suivant : si on a trois espaces vectoriels de 



dimension trois i?0! Vb et IV^o et un element de i? Vb "X" Wq tel qu'il existe un isomorphisme 
entre R et Vb tel que la composee Vq^Vq — > R®Vq — > Wq se factorise par S'^Vb, alors il existe 
deux autres isomorphismes entre Wq et Vq et entre R et Wq tels que I'application R — > Vq ® Vq 
(resp. Vq — > VFo Wo) se factorise par S^Vq (resp. S'^Wq). Ceci n'est vrai qu'en dimension 3 
car alors tons les reseaux de quadriques verifient la condition 03 de Barth (cf. jBa|j). Ce resultat 
nous permet de choisir A symetrique si et seulement si t G T|. 

Les transformations cubo-cubiques de T| (resp. T|) sont les inverses de celles de T| (resp. 
T3) car elles sont obtenues par echange des roles de V et W . De plus, on salt que T3 est I'image 
de F3 dans T3 (proposition 2) ainsi, par echange des roles, nous voyons que T3 est I'image de 
Fi dans T3. Nous avons ici disymetrise les roles de et y ce qui nous donne la dualite entre 
ces deux cas. 

Proposition 13. — Le complexe decrit en introduction definit un morphisme h d'un ouvert de 
T3 vers Mps (0,3,2). Ce morphisme est la composee de f avec r. L'image reciproque de U' est 

Demonstration : Nous construisons en fait un morphisme vers Mp3(0,3, 2) a partir d'une 
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varictc dominant birationncUcmcnt T3 cc qui nous donncra notrc morphismc sur un ouvcrt. 
Considerons ainsi la sous-variete dc T x P(Hom(M^, V)). Cette variete conticnt la projection 
naturelle de Fi comme une sous- variete dc codimension 1. De plus F^ domine birationnellement 
T3. En effet, le morphisme de F-*^ vers T est birationnel sur son image (fait 3) qui est le T3 
(lemme 4) . Sur la variete F^ nous avons un complexe universel : 

R (g) J^2(2) ^ O^v) 

qui est injectif sur un ouvert de F^ et jamais surjectif. Sa cohomologie au centre nous donne un 
faisceau plat qui decrit un morphisme vers Mp3(0, 3, 2). 

Soit t G T3, son image par / nous donne une courbe Y' de ^6,3- lemme 4 nous permet 
d'ecrire le diagramme suivant : 



1 i 

— y i?o®f^^(2) — ^ Wo(^n^{l) — ^ F — > 

i i 

— ^ R^n^i2) — > w^n^ii) — > Q — ^ 

i i 
— > Op3(-i) — > n^{2) 01(1) — > Xp — ^ 

i i 


oil le faisceau F est le fibre dc Schwarzcnberger associe a la cubique gauche (cf. proposition 5) 
et V est I'equation du plan H de P'^ qui correspond a un point P de P^. Le lemme du serpent 
nous donne la suite exacte suivante — > C'p3(— 1) — > F — > Q — > Zp — > 0. La construction 
par le complexe nous dit que -£'"(1) est le noyau de Q — > Xp alors que nous savons que 1' image 
de r est donnee par le conoyau de Op3(— 1) — > F. 

Nous calculous maintenant la limite d'une famille d'instantons dont le terme dans F tend 
vers un element to de Fi. Soit done A un anneau de valuation discrete de corps residuel k et Ia 
un ^-point de F dont le point generique tg est dans F4 et le point special Iq est assez general 
dans Fi. Soit S la famille plate obtenue a partir de Ia et du morphisme g. 

Proposition 14 . — Le bidual E" du faisceau limite E deE est le faisceau de Mp3(0, 3, 2) donne 
par h o 7r(to)- 

Demonstration : On construit la monade R $1^(2)^ — > W (S) Q^{1)a — ^ ^A.P {ou Xa,p 
est I'ideal dans P^ du point P G P^ ) obtenue a partir du point tA- Le faisceau £ est la 
cohomologie au centre de cette monade. Les hypotheses de genericite nous permettent de dire 
que la premiere fieche horizontale est injective meme au point special ce qui nous permet de 
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conclure a la platitude de £. La monade au point special est : 





1 i 

— > R<^n'^{2) — > K — > E{1) — ^ 

II i i 

— > R®n'^{2) — ^ w®n^{i) — ^ Q — y 

i i 

c = c 

i i 





ou C est une extension dc 2p par Op. Le bidual de £"(1) est evidement donne par le noyau de 
la fleche Q — > Ip deduite de Q — > C ce qui nous dit qu'il est donne par /i o 7^(^o)• 
Remarquons que le faisceau C est une extension triviale c'est a dire est isomorphe kip® Op. 
En effet, cette extension est donnee par Ia,p ® k. 

Soit E" G U, soient tp et ip au dessus de E" dans F^. Ces morphismes correspondent au 
choix d'un element dans la fibre de r (il y a, a priori, deux choix mais si E" G U' il n'y aura 
pas d'ambiguite) puis d'un element de PGL{R) x PGL{W). Soit Q le conoyau de la fleche 
R (8) ^^2(2) n^{l). Le faisceau E" est le noyau de la surjection Q — > Ip deduite de 

Ip. Nous avons done une fieche Hom(£^", Op) — > Ext^(Xj,, Op). La proposition precedente nous 
dit que pour qu'il existe une fleche s dc E" dans Op dont le noyau est un faisceau du bord de 
I3, il faut que I'image de s dans Ext^(Xp,Op) soit nulle. Notons (*) cette condition. 

Proposition 15. — Un faisceau E" G U verifie la condition {*) si et seulement si E" G U'. 
SurXJ', il existe un unique element de Hom(£"',Op) nul dans Ext^(Xp,Op). Get element nous 
definit un morphisme a de U' dans Mps (0,3,0) birationnel sur son image. 

Demonstration : Lc faisceau E" est le noyau dc la surjection Q — > Ip deduite dc ip. Lc point 
P determine un sous-cspacc vectoriel Vq de dimension ?> dc V et ip determine un sous-cspace 
vectoriel Wq = Ker^ de dimension 3 de et un quotient Wi de rang 1. On a la suite exacte : 

— >Vo — > Hom(Q, Op) — > Hom(E", Op) — > Ext^(Xp, Op) 

Nous allons montrer que selon que ip' existe ou non (i.e. selon que E" G U' ou non), I'cspace 
Hom((5, Op) est de dimension 4 ou 3 et qu'ainsi il existe ou non un element de P(Hom(£^", Op)) 
qui donne une extension triviale de Ip par Op. 

La definition de Q nous permet de donner la suite exacte suivante : 

— ^Hom(Q,C'p) — >W®Vo — ^ R®Vo — ^Ext^(g,C>p) — ^0 

oil la fieche centrale est la composee : 

W ®Vq^ R'^V ®Vq — >R®Vq®Vq — >R® A^Vb — ^ R®Vo 
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L'cspacc vcctoriel Wi Vq est done eontenu dans Hom((5, Op). Pour savoir si le noyau est rcduit 
a eet espaee ou est de dimension superieure a trois il faut etudier la fleche rcduite qui est la 
composee : Wq (8) Vq — ^ R®Vq ^Vq — > A'^Vq — > R^Vq. Cette fleche est non bijective 
si I'image de Wq (g) Vq dans R^Vq rencontre R (g) S^Vq c'est a dire exactement si on pent 
trouver un morphisme de Wq dans Vq qui rend la fleche ip symetrique. Ceci est exactement la 
condition d'appartenance a U'. Si le faisceau E est dans I'image de a, alors on retrouve E" qui 
est le bidual de E. 

Remarquons qui si on est dans un des trois fermes de codimension 3 de U pour lesquels E" 
est non reflexif, alors le choix du morphisme de E" dans Op n'est plus canonique (on a un 
d'elements qui donnent une extension triviale de Ip par Op). Le morphisme a n'est done pas 
defini sur ces fermes. 

Nous montrons cnfin que le morphisme obtenu par composition de /i o vr de Fi dans U' avec 
a definit un morphisme de Fi dans M]p3(0, 3, 0) qui prolonge g sur Fi. Pour ceci, nous montrons 
que pour toute famille d'instantons £ construite comme pour la proposition 14, la limite E est 
I'image de to ao hon. 

COROLLAIRE 4. — L'image de Fi par aohoix est une variete irreductible 5l| de Mp3(0, 3, 0) 
qui est dans le bord de I3. Ce morphisme prolonge le morphisme g sur Fi. 

Demonstration : Soit £ une famille d'instantons construite comme pour la proposition 14. 
Soit E le faisceau limite et E" son bidual. Nous avons vu que E" est /i o 7r(to) et que E est le 
noyau d'une fleche s G }lom{E",Op) qui s'annule dans Ext^(2p,Op). Mais alors ceci impose 
(proposition 15) que E" G U' (car to est assez general) et que le faisceau E est exactement 
a{E"). 

Reciproquement, si E est general dans I'image de a, alors son bidual E" est general dans 
U' et I'element to correspondant peut etre choisit general. Nous pouvons alors construire la 
deformation comme pour la proposition 14 dont la limite est E. 

Remarquons que cc morphisme est defini par un faisceau univcrscl sur Fi. En cffct, sur Fi, 
le morphisme h o n a valcur dans Mp3(0, 3, 2) est defini par le faisceau universel E" donne sur 
Fi X par la cohomologie au centre du complexe 

R ® 0^(2) — n^{i) — ^ o 

Au dessus du localcmcnt ferme U' de U, si on note Z le fcrme U' x defini par le lieu singulier, 
le noyau de la fleche de fibres Tlom(E" ,Oz) — > £xt^{Iz,Oz) est inversible. Ce faisceau nous 
donne une section de U' dans le fibre 'Hom(E" ,Oz) et le noyau E de la fleche universelle 
E" — > Oz est le faisceau recherche. 

Remarque 7. — Nous decrivons ici plus precisement la conjecture de L. Gruson et G. Traut- 
mann. Nous donnons egalement quclqucs rcsultats complementaires sur cette conjecture. 

La conjecture affirme que tons les faisccaux E du bord de I3 sont sans torsion non localement 
libres. Deux cas se presentent selon que le bidual E" du faisceau E est localement libre ou non. 
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Dans le premier cas (type 1), le lieu singulier de E est une courbe de degre inferieur ou egal 
a 3. Dans le second cas (type 2), le bidual est seulement reflexif et on conjecture que le lieu 
singulier d'un faisceau general E est concentre en un point. Le bord de I3 aurait alors quatre 
composantes de chaque type. 

Les courbes associees aux faisceaux de type 1 seraient : une droite, une cubique gauche (ces 
deux cas apparaissent dans |GS| ) , une conique (c'est le cas de dl^ que nous traitons ici) et une 
cubique plane (ce cas pent etre obtenu par "deformation par homothetie" ) . 

Les quatres composantes de type 2 correspondraient a des faisceaux reflexifs de troisieme 
classe de Chern valiant 2, 4, 6 ou 8. Nous traitons ici le cas C3 = 2 (variete dl^). Des faisceaux 
appartenant aux cas C3 = 4 ou 6 peuvent etre obtenus par "deformation de courbes" et pour 
C3 = 8 par "deformation par homothetie" . 

Concernant la conjecture de L. Gruson et G. Trautman sur le bord de I3, nous savons 
construire sept composantes irreductibles en codimension 1 sur les huit predites. L'existence de 
la composante du second type correspondant a C3 = 6 est plus incertaine : nous savons construire 
des families de tels faisceaux mais qui sont en codimension au moins 2. 

4 Quelques situations geometriques associees 

Nous decrivons dans ce paragraphe deux applications geometriques des resultats precedents. 
Nous donnons une parametrisation de I'espace des modules des courbes de degre 7 et de genre 2. 
Nous exhibons une famille 3 de dimension 36 d'involutions birationnelles de et nous donnons 
une representation birationnelle de cette famille. 

Espace des modules des courbes de degre 7 et de genre 2 

Notons ^7^2 le schema de Hilbert des courbes de degre 7 et de genre 2 de P^. Nous avons 
vu dans I'exemple 1 que si Y est une courbe de degre 7 et de genre 2 irreductible et lisse 
alors le groupe Ext^^^ (Ty (2), Ops (— 2)) = H^uoy est de dimension 2. Ainsi il existe un pinceau 
d'extensions non nulles. Chacune de ces extensions donne un faisceau E" G Uq qui est reflexif. La 
remarque 4 nous permet alors de dire que le faisceau F deduit de E" grace a la suite spectrale de 
Beilinson est localement libre et done associe a une cubique gauche irreductible C (proposition 
5). Le faisceau E" est alors dans I'ouvert U. La fleche naturelle de F[l) dans Xy(4) (qui se 
factorise par E"{2)) nous donne la suite exacte : 

^ 0^3 ^ F(l) Iy(4) (*) 

Cette construction est independante du choix de I'extension et nous permet de definir un mor- 
phisme ^ de S)t^2 dans ^3^0 le schema de Hilbert des cubiques gauches irreductibles qui a la 
courbe Y associe la cubique gauche C qui definit F. 

Proposition 16. — La fibre de $ au dessus d'une courbe C E ^3^0 esi birationnellement 
isomorphe a G{2, 0^2(^(3)) la variete des pinceaux de cubiques du plan S^C. 
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Demonstration : Soit done C G ^3,0- La donncc dc F G S^j^2 au dessus dc C nous permet 
de definir un element de G{2, H^Og2Q{3)) grace a la suite exacte (*). Reciproquement, soit un 
morpliisme Op^ — > F{1) donne par un element de G{2, H^Os^ci'^))- Fixons un point de ce 
pinceau Ops — > Le conoyau est alors un faisceau E" G U et on a une suite exacte : 

— ^ Op3 — > E"{2) — > Iy(4) — ^ 

qui nous definit une courbe Y de degre 7 et de genre 2 qui est independente du point du pinceau 
fixe. Le faisceau E"{2) est regulier au sens de Castelnuovo-Mumford et pour un pinceau general, 
la courbe Y est lisse. 

Remarque 8. — L'espace des modules des courbes de degre 7 et de genre 2 de est le quotient 
par PGL/i de S^7^2- Le schema Sj^^ n'a qu'une orbite sous PGL4 (il est isomorphe au quotient 
PGL4/PGL2) done l'espace des modules est birationnellement isomorphe au quotient par PGL2 
de la variete G(2, S^S2) des pinceaux de cubiques du plan P(S'2). 

Nous pouvons a partir du pinceau retrouver le modele non singulier de la courbe : nous avons 
une droite dans P(S''^S'2). la courbe Y est un rcvctcmcnt double au dessus. En effet, si nous 
choisissons un point de P^, c'cst a dire une section dc F(l), cllc determine E"{2) et done deux 
points de Y donnes par les deux points singuliers de E" . Ce sont les deux points oii la section de 
ijjy definissant E" s'annule. Quand on fait varier le point de P^, on fait varier le faisceau E" c'est a 
dire I'element de H^u>y- On recouvre de cette fagon tout Y. Le revetement double de Y au dessus 
de P^ est donne par le defini par toy - Les points de ramification de ce morphisme apparaissent 
quand la section de ujy s'annule doublement en un point. Ceci correspond exactement aux 
faisceaux de U' ou encore aux cubiques ayant un unique triplet associe a la conique canonique. 
L'image des points de ramification est done formee par I'intersection du pinceau P^ avec la 
variete des cubiques ayant un unique triplet. La formule d'Hiirwitz nous permet de retrouver 
le fait que le degre de cette derniere variete est 6. La courbe abstraite parametrisant Y est le 
revetement double de P^ ramifie aux 6 points d'intersection du pinceau et de cette variete. 

Involutions birationnelles de 

Les involutions du plan projectif P^ sont geometriquement connues depuis longtemps (voir 
par exemple [Be]) mais la preuve rigoureuse de leur classification est plus recente. A. Beauville 
et L. Bayle [BB] ont donne une preuve simplifiee de ce resultat en utilisant la theorie de Mori. 
Dans P^, il ne semble pas qu'il existe, comme dans le cas de P^, une classification des involutions 
birationnelles. Je decris ci-dessous une famille de telles involutions. 

Fait 5. — Toute courbe de degre 9 et de genre 6 definit une involution birationnelle de P^. La 
famille d'involutions 3 ainsi construite est birationnelle au schema ijg^e des courbes de degre 9 
et de genre 6. 

Demonstration : Considerons une courbe X de degre 9 et dc genre 6 gcnerale, elle est toujours 
sur quatre quartiques (i.e. H^Zx{'^) est de dimension 4). Prenons trois de ces quartiques, Pinter- 
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section rcsiducllc a X est formec de deux points. Nous dccrivons ainsi une famille de dimension 
3 (birationnelle a P(i7°Jx(4)) ce qui dcfinit une involution. 

La courbe de degre 9 et de genre 6 est le lieu oii I'involution n'est pas definie. Le schema 
de Hilbert i^g^e des courbes de degre 9 et de genre 6 parametrise done birationnellement cette 
famille d'involutions. Nous voyons ainsi apparaitre une famille a 36 parametres d'involutions de 

Remarques 9. — (i) Ces involutions sont liees a notre situation de la fagon suivante : prenons 
deux quartiques contenant X (i.e. un sous espace vectoriel U de dimension 2 de H^Ix{4:)), 
I'intcrscction residuelle est une courbe Y de degre 7 et de genre 2. Lorsqu'on fait varier une 
troisicmc quartiquc dans le pinceau F{H^Tx{^)/U), celle-ci decoupe sur Y un determine 
exactement Ic revctemcnt double de Y au dessus de dcfini au paragraphc precedent. 

(it) Le quotient de par une involution de la famille 3 est rationncl. II est birationnel a 
F{H^Ix{4:)) : si P est un point de en dehors de X alors on lui associe I'ensemble des quartiques 
contenant X et P qui est un sous-espace de codimension 1 de i/°Xx(4). Reciproquement, un 
sous-espace de dimension 3 de H^Ix (4) determine deux points points de P^ comme intersection 
residuelle de X. 

Nous aliens maintenant decrire birationnellement cette famille d'involutions modulo PGL^ 
ou encore I'espace des modules des courbes de degre 9 et de genre 6 de P3. 

Soit X une courbe de degre 9 et de genre 6 de P^. Nous lui associons une cubique gauche C 
de P^ : I'ensemble des plans H tels que X H H est forme de 9 points situes sur un pinceau de 
cubiques est une cubique gauche C de P^. Ceci nous permet de definir un morphisme de Sjg^ 
vers ^3,0- 

Proposition 17. — La fibre du morphisme ^ au dessus d'une courbe C G i^a^o est isomorphe 
a G{A, H^Os2c{S)) la variete des sous-espaces de dimension 4 de cubiques du plan S^C. 

Demonstration : A une cubique gauche C nous pouvons associer le fibre de Schwarzenberger 
F et reciproquement (cf. proposition 5). Nous avons vu qu'alors V s'identifie a Sz et H^F{1) a 
8^82 (c'est a dire les cubiques du plan S^C). Prenons un sous-espace vectoriel de dimension 4 
de H^F{1). Nous pouvons former la fleche suivante : F{—5) — > Ops (—4)'* dont le conoyau est 
I'ideal Ix d'une courbe de degre 9 et de genre 6. 

Reciproquement, si X est une courbe de degre 9 et de genre 6de P3 nous avons la resolution : 

— > Ops (-7)2 — > Op3(-6)-^ — > Op3(-4)^ — > Ix 

Nous pouvons alors consider er le faisceau -F(— 4) conoyau de la premiere fleche. C'est un fibre de 
Schwarzenberger (du type de la proposition 5) associe a la cubique gauche C de P^ definie par 
I'ensemble des plans H tels que X D H est forme de 9 points situe sur un pinceau de cubiques. 

Remarque 10. — Les transformations cubo-cubiques associees aux instantons sont involutives. 
EUes definissent done egalement des involutions birationnelles de P^. Considerons un reseau R 
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dc quadriqucs. Soit P un point dc son image par I'involution est le point P' orthogonal a 
P pour toutes les formes quadratiques du reseau R. Si L est la droite qui joint P a P', alors 
le reseau R se restreint sur L en une famille de dimension 2 de formes quadratiques (sinon il 
n'existe pas de point P' sur L qui est orthogonal a P pour toutes les formes quadratiques. Ceci 
signifie que la droite L est contenue dans au moins une quadrique du reseau. 

Reciproquement, si L une droite contenue dans une quadrique du reseau, la restriction de 
R k L definit un pinceau de formes quadratiques. L'othogonal de ce pinceau est une forme 
quadratique qui a deux points isotropes. lis sont relies par I'involution. 

Nous avons done montre que le quotient de par I'involution associee a R est la variete 
des droites contenue dans une des quadriques de R. C'est un complexe cubique de droites. 

On pent facilement verifier que ce complexe cubique de droites est un fibre en coniques 
(toutes non singulieres) au dessus d'une surface de Del Pezzo de degre 2 (revetement double du 
plan W{R) ramifie au dessus de la quartique correspondant aux cones). Ce fibre en coniques ne 
semble pas avoir de section, je ne sais pas si il est rationnel ou seulement unirationnel. 
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